Berlin/Brandenburg — Leistungskurs Mathematik 2010 — Aufgabe 2.2: Analyt. Geometrie

Losungen zu Aufgabe 2.2

a) Berechnung des Innenwinkels
Durch Einsetzen von m=-2 erhélt man die Koordinaten:
C(-1]1]-1)

A(5|-5]-D B_5(-1]2]-3)
Es gilt:
6 0
_— -6 (o] 1
CA_2 o CB_2 0 -2 '—'6

1B, 7125 245

cosxA_,CB_, =
|cA,

= «A_,CB_, ~108,43°

Untersuchung der Dreieckseigenschaft
Durch Einsetzen von m=-3 erhilt man die Koordinaten:

A5G|-8]-1)  By(-1]2]-5)  C(-1[1]-1)

1. Moglichkeit:
Drei Punkte bilden ein Dreieck, wenn sie nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen.
5 -6

-3P-3 _1 _4
4 Wenn der Punkt C auf dieser Geraden liegt, miissen seine Koordinaten die Gleichung er-
¢/ fiillen.

-1 5 -6 k=1

- = 9
1 -8 = k= 0
i =l k=0

Es gibt kein k, das alle drei Gleichungen erfiillt. Der Punkt C liegt daher nicht auf der
Geraden g5 3 .. Somit bilden die drei Punkte ein Dreieck.

2. Moglichkeit:
Die drei Punkte bilden ein Dreieck, wenn die Kantenvektoren nicht kollinear sind.
-6 0 6

-1 CA_;=|-9

A_3B_3 = 10 B_3C = 4 0

—4
Bedingt durch die verschiedenen Positionen der Zahl 0 sind die Kantenvektoren nicht kol-

linear zueinander. Die drei Punkte bilden ein Dreieck.

b) Aufstellen der Gleichung fiir die Geradenschar f,
g ist bestimmt durch den Stiitzpunkt C und den Richtungsvektor CA .

-1 6
gm: X=| 1{+r|3m
-1 0
hy, ist bestimmt durch den Stiitzpunkt C und den Richtungsvektor CB,.
-1 0
hp: X=| 1|+s 1
-1 2m+2
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Der Richtungsvektor von f; muss orthogonal zu den Richtungsvektoren von g, und h,
sein. Das jeweilige Skalarprodukt muss null sein.

X 6
y|e|3m |=0 = 6x+3my=0
z 0

X 0
y |o 1{=0 = y+z(2m+2)=0
z) (2m+2

Es ergibt sich ein unterbestimmtes Gleichungssystem.
Es wird z=1 gewihlt.

I 6x+3my=0
I y+2m+2=0 & y=-2m-2
Eingesetzt in Gleichung I:
6x +3m(—2m-2)=0
6x—6m2 —6m=0
x=m?2+m
Der Richtungsvektor von f, in Abhidngigkeit von m lautet:

m2+m
—-2m-2
1

Die Geradengleichung von f, mit dem Stiitzpunkt C und orthogonal zu g, und h,, hat
folgende Gleichung:

-1 m?+m
f: X=| 1|+t|-2m-2| te R
-1 1

Existenzuntersuchung zur Bedingung I
fin verléduft parallel zur y-z-Ebene Ey,, wenn der Richtungsvektor von f, orthogonal zum
Normalenvektor der Ebene verlauft.

1
ﬁEyzzg

Das Skalarprodukt muss null sein.

m2+m) (1
2m-2|o[0|{=mZ+m=0
1 0

Durch Ausklammern erhélt man ein Produkt.
m(m+1)=0

Ein Produkt ist null, wenn mindestens einer der Faktoren null ist.

m=0 oder m=-1
Es existieren zwei Geraden aus der Geradenschar f;,,, die parallel zur y-z-Ebene sind, fiir
m=0und m=-1.
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Existenzuntersuchung zur Bedingung 11
f,, verlduft parallel zur z-Achse, wenn der Richtungsvektor von £, kollinear zum Rich-

0
tungsvektor der z-Achse, z. B. (Oj, ist.
1

m2+m 0
-2m-2|=k| 0
1 1

Die 3. Zeile ergibt, dass dies nur erfiillt ist fiirk=1.
Es ergeben sich zwei Gleichungen fiir m:
I m2+m=0
I -2m-2=0
Aus der 2. Gleichung folgt m=—1.
Die 1. Gleichung ist fiir m=—1 auch erfiillt.
Fiir m = -1 existiert eine Gerade aus der Geradenschar f;,, die parallel zur z-Achse ist.

Bestimmung der Koordinaten von D

Durch Einsetzen von m=1 erhilt man die Koordinaten:
Ay(5]4]-1) B(-1]2]3) C(—l [1]-1)

Es gilt:

OD =0A, +B,C
= 5 0
OD = -1 =
—1 -4
Die Koordinaten des Parallelogramm

punktes D lauten D(S |3]-5).

Berechnung der Hohe des Parallelogramms

Zur Berechnung einer Hohe des Parallelogramms sucht man z. B. die Koordinaten des
FuBpunktes des Lotes von C auf die Kante A;B;. Gewihlt wird eine Hilfsebene H, die
senkrecht zu A;B; durch C verlduft. Der Schnittpunkt der Geraden A;B; mit der Hilfs-
ebene H ist der gesuchte LotfuBBpunkt.

Fiir die Normalenform der Ebene H ist der Vektor A;B; als Normalenvektor geeignet, C
ist der Stiitzpunkt.

T

Das Skalarprodukt ausgerechnet fiihrt zur Gleichung in Koordinatenform:
H: —6x-2y+4z=0
H: -3x-y+2z=0

Die Geradengleichung der Geraden A ;B lautet:

5 -6
gA B, X=| 4[+¢ 2
-1 4
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Die Zeilengleichungen der Geradengleichung werden in die Koordinatenform der Ebene H
eingesetzt:

-3(5-6£)—-(4-24)+2(-1+4£)=0
—15+180—-4+24-2+8¢=0
214280=0 = e=%
Eingesetzt in die Geradengleichung ergeben sich die Koordinaten des Fupunktes F des
Lotes von C auf ga p

F(0,5|2,5|2) .
Die Hohe des Parallelogramms entspricht |CE|.

(15 .
CF=[I,5J = |CF|=42,25+2,25+9 =/13,5

3
Die zur Grundseite A;B; gehorende Hohe des Parallelogramms hat die Linge /13,5 LE.

d) Fiir den Kantenvektor gilt:
o -6
A B =|-3m+l
2m+2
Die Flichenfunktion des Quadrates ist F(m) = | A, B, |2,
F(m) =36+ (1-3m)2 + (2m + 2)2
=36+1-6m+9m? +4m?2 +8m+4

) =13m?2 +2m +41
Uber Differenzialrechnung ergibt sich die Existenz eines relativen Extremums.

F(x)=26m+2=0 = m=—%

F"(x) =26
Die zweite Ableitung ist konstant positiv, so auch fiir m = —%. Daher liegt ein relatives
Minimum vor.

Fiir m = —% wird die Fldche des Quadrates minimal.

e) Koordinaten der Endpunkte A, und B, fiir das Intervall

Fiir m=-1 gilt:
A_(51-2]-1) B_;(-1]2]-1)
Firm=1 gilt:
ALG5121-1) Bl(—l‘Z‘é)
3 3 3

Kantenvektoren des Quaders; Koordinaten der iibrigen Quaderpunkte

R 0 |0
AlA—l = —4 B_IB = O
3 0 8
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Durch Addition der jeweils anderen Kantenvektoren zu den vier Ortsvektoren der Punkte
A_1,B_4, A, B, ergeben sich die Koordinaten der fehlenden Punkte:
3 3

5
ZuA_y: | 2|+
-1

-1
ZuB_;: [ 2]+
-1

0
0|=|-
8
3

WL N

zZu A,
3

zu B,:
3

5
2 [+
-1

Wl
+

wle o O
Il
WL

0) (-1
~4|=| 2
0 S

3

Es sind die Punkte (5‘—2’%); (5‘2|§); (—1]=2|=1); (—1‘—2’%}
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