Berlin/Brandenburg — Leistungskurs Mathematik 2010 — Aufgabe 3.2: Stochastik

Standardnormalverteilung

Gerundet auf vier Nachkommastellen, weggelassen ist ,,0,.

Bei negativen Werten liest man nach der Gleichung ®(-z) =1-®(z) ab.

z 0 1 2 3 4 5 6 | 7 8 9
00 | 5000 | 5040 | 5080 | 5120 | 5160 | 5199 | 5239 | 5279 | 5319 | 5359
01 | 53989 5438 | 5478 | 5517 | 5557 | 5506 | 5636 | 5675 | 5714 | 5753
02 | 5793 | 5832 | 5871 | 5910 | 5948 | 5987 | 6026 | 6064 | 6103 | 6141
03 | 6179 | 6217 | 6255 | 6293 | 6331 | 6368 | 6406 & 6443 | 6480 | 6517
04 | 6554 | 6591 | 6628 | 6664 | 6700 | 6736 | 6772 | 6808 | 6844 | 6879
05 | 6915 | 6950 | 6985 | 7019 | 7054 | 7088 | 7123 | 7157 | 7190 | 7224
06 | 7257 | 7291 | 7324 | 7357 | 7389 | 7422 | 7454 | 7486 | 7517 | 7549
07 | 7580 | 7611 | 7642 | 7673 | 7704 | 7734 | 7764 | 7794 | 7823 | 7852
08 | 7881 | 7910 | 7939 | 7967 | 7995 & 8023 | 8051 | 8078 | 8106 | 8133
09 | 8159 | 8186 | 8212 | 8238 | 8264 | 8289 | 8315 | 8340 | 8365 | 8389
10 | 8413 | 8438 | 8461 | 8485 | 8508 | 8531 | 8554 | 8577 | 8599 | 8621
11 | 8643 | 8665 | 8686 | 8708 | 8729 | 8749 | 8770 | 8790 | 8810 | 8830
1,2 | 8849 | 8869 | 8888 | 8907 | 8925 | 8944 | 8962 | 8980 | 8997 | 9015
1,3 | 9032 | 9049 | 9066 | 9082 | 9099 | 9115 | 9131 | 9147 | 9162 | 9177
14 | 9192 | 9207 | 9222 | 9236 | 9251 | 9265 | 9279 | 9292 | 9306 | 9319
1,5 | 9332 | 9345 | 9357 | 9370 | 9382 | 9394 | 9406 | 9418 | 9429 | 9441
16 | 9452 | 9463 | 9474 | 9484 | 9495 | 9505 | 9515 | 9525 | 9535 | 9545
17 | 9554 | 9564 | 9573 | 9582 | 9591 | 9599 | 9608 | 9616 | 9625 | 9633
1,8 | 9641 | 9649 | 9656 | 9664 | 9671 | 9678 | 9686 | 9693 | 9699 | 9706
19 | 9713 | 9719 | 9726 | 9732 | 9738 | 9744 | 9750 | 9756 | 9761 | 9767
20 | 9772 | 9778 | 9783 | 9788 | 9793 | 9798 | 9803 | 9808 | 9812 | 9817
21 | 9821 | 9826 | 9830 | 9834 | 9838 | 9842 | 9846 & 9850 | 9854 | 9857
22 | 9861 | 9864 | 9868 | 9871 | 9875 | 9878 | 9881 | 9884 | 9887 | 9890
23 | 9893 | 9896 | 9898 | 9901 | 9904 | 9906 | 9909 | 9911 | 9913 | 9916
24 | 9918 | 9920 | 9922 | 9925 | 9927 | 9929 | 9931 | 9932 | 9934 | 9936
25 | 9938 | 9940 | 9941 | 9943 | 9945 | 9946 | 9948 | 9949 | 9951 | 9952
26 | 9953 | 9955 | 9956 | 9957 | 9959 | 9960 | 9961 | 9962 | 9963 | 9964
27 | 9965 | 9966 | 9967 | 9968 | 9969 | 9970 | 9971 | 9972 | 9973 | 9974
28 | 9974 | 9975 | 9976 | 9977 | 9977 | 9978 | 9979 | 9979 | 9980 | 9981
29 | 9981 | 9982 | 9982 | 9983 | 9984 | 9984 | 9985 | 9985 | 9986 | 9986
30 | 9987 | 9987 | 9987 | 9988 | 9988 | 9989 | 9989 | 9989 | 9990 | 9990
31 | 9990 | 9991 | 9991 | 9991 | 9992 | 9992 | 9992 | 9992 | 9993 | 9993
32 | 9993 | 9993 | 9994 | 9994 | 9994 | 9994 | 9994 | 9995 | 9995 | 9995
33 | 9995 | 9995 | 9995 | 9996 | 9996 | 9996 | 9996 & 9996 | 9996 | 9997
34 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9998
35 | 9998 | 9998 | 9998 | 9998 | 9998 | 9998 | 9998 & 9998 | 9998 | 9998
36 | 9998 | 9998 | 9999 | 9999 | 9999 | 9999 | 9999 | 9999 | 9999 | 9999

Beispiele: @(2,37)=0,9911;
d(z)=0,7910 = z=0,81;

®(-2,37)=1-®(2,37)=1-0,9911=0,0089;
®(z)=0,2090=1-0,7910 = z=-0,81.
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Losungen zu Aufgabe 3.2

Das zentrale Ereignis der Aufgabe ist K: , Eine aus der Bevolkerung zufillig ausgewihlte
Person ist von der Infektionskrankheit betroffen. Es ist P(K)=0,07.

a) Ereignis A
Es sei X: ,,Anzahl der Personen der Stichprobe, fiir die K zutrifft“. X ist B,s. o o7-verteilt.
Die Zahl derer, fiir die K nicht zutrifft, soll 23 nicht iiberschreiten, also ist P(X>2) zu
bestimmen.

P(X22)=1-P(X<2)=1-P(X<])=1-[P(X=0)+P(X =1)]

Der Ubergang zur Gegenwahrscheinlichkeit 1 —P(X <k) ist aus rechnerischen Griinden an-
gebracht, wenn k < % ist. AuBerdem ist P(X <k) als die summierte Binomialverteilung
durch Tafelwerk oder CAS verfiigbar.

P(X22)= 1—[(205) -0,079-0,9325 + (215) 0,071 - 0,9324} ~0,5304
Ereignis B
In diesem Fall ist X B, 500, 0,07-verteilt. In mehr als 159 Fillen soll K zutreffen, folglich ist
P(X > 159) zu bestimmen:

P(B)=P(X>159)=1-P(X <159)
Wegen des groflen Stichprobenumfanges kann die globale Néherungsformel von MOIVRE-
LAPLACE angewendet werden. Man erhlt:
u=E(T)=n-p=2500-0,07=175
62=n-p-(1-p)=2500-0,07-0,93=162,75>9
Folglich ist:
159,5-175

V162,75
Damit gilt:

P(B) =P(X>159)=1-P(X <159) = 0,8869

P(X <159) = q{ J =~ ®(-1,21)=1-D(1,21)=1-0,8869 (Tafelwert)

b) Die Aussagen beziehen sich auf die Grundgesamtheit ,,Bevolkerung eines Landesteiles®.
Folgende Ereignisse werden beschrieben:
K: ,,Eine zufdllig ausgewihlte Person ist an der Infektionskrankheit erkrankt*
T: ,,Bei einer zufillig ausgewihlten Person ist der Test positiv*
Damit sind folgende Wahrscheinlichkeiten bzw. Gegenwahrscheinlichkeiten im Text gege-
ben:

P(K)=0,07 P(K)=0,93
Pg(T)=0,988 Py (T)=0,012
Pz (T)=0,991 Py (T)=0,009
Gesucht sind die Wahrscheinlichkeiten P(T) und P(C) = P5(K).
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Die Sachlage wird durch zwei gegenldufige Baumdiagramme veranschaulicht.

0,988

Aus dem linken Baum entnimmt man fiir die totale Wahrscheinlichkeit P(T):
P(T)=P(K)-Px (T)+P(K)-Pg T =0,07-0,012+0,93-0,991= 0,922

Bei rund 92,2 % der Personen fillt der Test negativ aus.

Ereignis C

Aus den beiden Baumdiagrammen ergibt sich aus den Pfaden mit der gemeinsamen Pro-

duktwahrscheinlichkeit P(K N T) die Beziehung (nach Pfadregel)

P(K) - Pg (T) =P(T) - P(K)
und daraus die Formel von BAYES:

P(K)-Pg (T
P(C) = P () = P B (D
P(T)
Setzt man die bekannten Wahrscheinlichkeiten ein, erhdlt man:
0,07-0,012
P(C) =P (K) =—7—==0,0009
(©)=Pz(K) 0,922

Rund 0,09 % der negativ getesteten Personen erkranken an der Infektion.

Die Aussagen beziehen sich auf die Grundgesamtheit ,,alle Personen, fiir die K zutrifft*.
Sei E: ,,Krankheit wird durch den Erreger E; bewirkt®.

Da beide Erreger sich ausschlieBen, bedeutet die Ursache E,, dass E zutrifft. Weiterhin sei
H: ,,Erkrankte Person wird durch M geheilt*.

Damit sind folgende Wahrscheinlichkeiten bzw. Gegenwahrscheinlichkeiten im Text gege-
ben:

P(H)=0,69  P(H)=0,31
P;(H)=0,4 Pg(H)=0,6
P;(H)=0,9 P;(H)=0,1

Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit p=P(E).

Die Sachlage wird durch ein Baumdiagramm
veranschaulicht.

Esist (ENH)U((ENH)=H.

48



Berlin/Brandenburg — Leistungskurs Mathematik 2010 — Aufgabe 3.2: Stochastik

Nach den Pfadregeln oder der Formel zur totalen Wahrscheinlichkeit gilt:
P(H) = P(E) - P (H) + P(E) - P; (H)
P(H) =p-Pg (H) +(1-p)-Pg (H)
_ P(H)-Pz(H)
P pe (1) - P, (H)
_0,69-0,9
T 0,4-0,9
=0,42

42 % der erkrankten Personen wurden durch den Erreger E; infiziert.

d) Sei Z: ,,Anzahl der Kunden, die M kaufen wollen®. Z ist B75¢, o g45-verteilt.

€)

Man erhilt:
w=E(Z)=n-p=750-0,045=33,75

o2=n-p-(1-p)=750-0,045-0,955=32,23>9

Wenn die Anzahl der Kunden den noch unbekannten Lagerbestand L nicht iiberschreiten
soll, muss Z<L gelten. Die Wahrscheinlichkeit dafiir soll mindestens 0,975 sein:

P(Z<L)=0,975
Es ist die globale Néherungsformel von MOIVRE-LAPLACE fiir P(Z <L) anzuwenden:

P(Z<L)= ¢(m) >0,975
o
Sei
_ L+0,5-pu

(o}
Wegen der Monotonie der Standardnormalverteilung gilt:

O(t) 20,975 & 21,96 (Tafelwert), also Lo, >1,96
c

t

Daraus folgt:
L21,96-6+n—-0,5=1,96-+/32,23 +33,75-0,5 =~ 44,38

Es miissten mindestens 45 Packungen im Lager sein.

Es liegt ein Laplace-Experiment vor. Fiir die Auswahl der drei Patienten aus 30 gibt es
n= (330) Moglichkeiten. Vier Moglichkeiten gibt es, einen erkilteten Patienten auszuwih-

len und auf einen Platz zu setzen. Ein zweiter Platz kann durch jeden der m an K erkrank-
ten Patienten besetzt werden, wihrend fiir den dritten Platz 26 — m Fille tibrig bleiben.
Nach dem Zahlprinzip gibt es insgesamt 4 - m - (26 —m) Moglichkeiten fiir die Auswahl des
Tripels.
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Die Laplace-Wahrscheinlichkeit, welche maximiert werden soll, ist folglich:
4-m-(26—m)
n
Das Maximum wird erreicht, wenn f(m)=4 - m- (26 — m) maximal wird. Das ist eine zu
m= 13 symmetrische nach unten getffnete Parabel, die ihr absolutes Maximum im Schei-

telpunkt bei m= 13 annimmt. Die beschriebene Wahrscheinlichkeit wird also fiir m=13
maximal.

Mit der Ableitung f'(m)=4(26 —m) —4m=8(13 —m) erhilt man natiirlich dasselbe Resul-
tat.
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