Berlin/Brandenburg — Leistungskurs Mathematik 2012 — Aufgabe 1.2: Analysis

Losungen zu Aufgabe 1.2

a) Verhalten von f, fiir x —> o0

#  Bei Produkten dieser Art bestimmt der e-Term das Grenzverhalten. Der Polynomfaktor
nimmt nur Einfluss auf das Vorzeichen.

Fiir a> 0 gilt:

lim f,(x)=—co, da lim (a—x)=—co und lim es =oo
X —>o0 X — o0 X — oo

lim f,(x)=0*,da lim (a—x)=cound lim e: =0*
X —>—o0 X ——o0 X ——o0
Fiir a<0 gilt:

lim f,(x)=0", da lim (a—x)=—co und lim ex =0*
X — oo X — o0 X — oo

lim f,(x)=co,da lim (a—x)=cound lim ea =oo
X — —oo X — —oo X — —oo
Lénge der Strecke
¢ Fiir den y-Achsenschnittpunkt gilt: x=0 y
Eingesetzt in die Ausgangsfunktion folgt:
f,(0)=a-e0=a 1
= Sy(0 | a)
¢ Fiir den x-Achsenschnittpunkt gilt: y=0
fa(x)=(a—x)-ef=0

/ Ein Produkt ist null, wenn mindestens einer der Faktoren null ist. a

Wegen ea #0 gilt:
a-x=0
Xx=a
= S,(al0)
Mit dem Satz von Pythagoras gilt:

S, Sy =+a? ++/a% =/2a2 =|a| - V2 [LE]

b) Extrempunkte
¢  Die Ableitungen werden mit der Produkt- und Kettenregel berechnet.

f'(x)=(a—x)-l-ef—e§ =ef(1—5—1)=—£~e%
a

a a

i x 1 x 1 =x x (x 1 x X+a

f (x)=_—._.ea ——.ea =—ea ‘(—2-}.—):—33 . 5
a a a a a a
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Die Bedingung fiir die Existenz relativer Extrema lautet: f'(x) =0 und f"(x) #0
f'(x)=0 & -X.e1=0 & x=0
a

f0)=-1.2=_1
a2 a
Somit liegt fiir a> 0 ein relatives Maximum vor und fiir a <0 ein relatives Minimum. Die

Extremstellen liegen jeweils auf der y-Achse im Punkt S, (0 | a).

Zeichnung
y
-6 -4 2 0 %

c) Parameterwert a
Fiir die Steigung des Graphen von G, an der Stelle x =1 gilt:

£ily=—tae
a

Folgende Gleichung muss erfiillt sein:
I
a
Dies ist fiir a =1 eine wahre Aussage.

Winkel

Fiir den Winkel, den die x-Achse und die Gerade mit der Steigung m einschlieen, gilt:
m=tano

Damit gilt:
tanoc=—e = o=110,2°

d) Gleichung der Kurve, auf der alle Wendepunkte von G, liegen
Die notwendige Bedingung fiir die Existenz von Wendepunkten lautet: f"(x) =0

X
_er.atX _g a2
a2

—e§~(a+x)=0

Wegen es 0 gilt:
XW =-a
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Zur Berechnung der zugehorigen y-Koordinate wird —a in die Ausgangsgleichung einge-
setzt:

f,(-a)=2a-e’!
Damit ist W(-a | 2ae™1).

Aus der x-Koordinate folgt:
X=-a & a=-Xx

Dies wird in die y-Koordinate eingesetzt und man erhélt:
y=2-(-x)-e"l=-2x-¢e7!
Gleichung der Ortskurve aller Wendepunkte der Kurvenschar f,:

y=—2x-e“1=—gx
e

Sie liegen somit alle auf einer Ursprungsgeraden.

Gleichung der Wendetangente
Der Wendepunkt von f; hat die Koordinaten W (—2 ‘ %)
Fiir die Steigung der Wendetangente gilt:

' 1 1
fy(x)=e2* -(——x)
2(x) >
Die 1. Ableitung an der Stelle x =-2 gibt die Steigung m der Tangente an:
fy(-2)=e"1
Somit lautet der Gleichungsansatz fiir die Tangente:
y=lx+c
e

Durch Einsetzen der Koordinaten des Wendepunktes ergibt sich c.

i=l(—2)+c = c=g
e e
Die Gleichung der Wendetangente zu f, lautet:
1.6
y=—X+—
e e

e) Zunichst wird I (a— x)ef dx mittels partieller Integration berechnet.

X

u' =ea v=a-—-X
X

u=a-ea Vv =-1

I (a—x)ef dx=a-e§-(a—x)—j a~ef-(—1)dx
=a-ef-(a—x)+j a-ea dx
=a-ea-(a—x)+a2-es +c
=ev-(a2—ax+a2)+c

=eq-(2a2—ax)+c
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Zur Berechnung der Querschnittsfliche des Kettenanhédngers geniigt aus Symmetriegriin-
den die Berechnung der oberhalb der x-Achse liegenden Fliche.

Die linke Seite der Querschnittsfldche wird durch x =k begrenzt, die rechte Seite durch die
Nullstelle x =a.

a
A= f,(x)dx=[es-(2a% —ax)}}
k

=e(2a2—a2)—es - (2a2 —ak)
=a2e—a-ef-(2a—k)
Die Querschnittsfliche Q des Kettenanhéngers hat somit folgende Fléche:
Q=2«(aze—a~ef ‘(2a—k)) [FE]
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