Berlin/Brandenburg — Leistungskurs Mathematik 2012 — Aufgabe 2.2: Analyt. Geometrie

Losungen zu Aufgabe 2.2

a) Koordinaten
Da E iiber A liegt, sind die Koordinaten bis auf die z-Koordinate bestimmt: E(0|0]z)

6 3
Die Koordinaten von E miissen die Geradengleichung von g: x =[ 9} + s[4,5] erfiillen. Fiir
die x- und y-Koordinate muss gelten: 16 3

0=6+3s = s=-2
0=9+4,5 = s=-2

Einsetzen von s =-2 liefert:
z=16+3-(-2)=10

Der Punkt E hat die Koordinaten (0] 0]10).

S liegt iiber dem Mittelpunkt M(3 |3 | 0) des Quadrates ABCD in 16 m Hohe. Somit gilt:
S(313[16)

Durch die Lage der Punkte F, G und H iiber B, C und D ergeben sich die Koordinaten:
F(610]10); G(6/6/10); H(0|6]10)
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b) Koordinatengleichung der Ebene E*
Die Parameterform der Ebene E* wird iiber die 3-Punkteform aufgestellt:

e

1. Méglichkeit:
#  Der Normalenvektor lisst sich durch das Vektorprodukt der Richtungsvektoren berechnen.

(M) (3
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2. Moglichkeit:
Der Normalenvektor 1 = [;J der Ebene E* steht senkrecht auf den Richtungsvektoren der

YA

Ebene. Das entsprechende Skalarprodukt muss null ergeben. Es ergibt sich ein unterbe-
stimmtes Gleichungssystem.

X 3

I |ylel 3[=3x+3y-62=0
z -6
X -3

O |ylef] 3|=-3x+3y-62=0
z -6

Da es ein unterbestimmtes System ist, kann eine der Koordinaten frei gewihlt werden.
Es wird z. B. z=1 gewihlt:
I 3x+3y=6
O -3x+3y=6
Durch Addition der beiden Gleichungen folgt:
6y=12 & y=2
Damit folgt x=0.

0
Ein Normalenvektor ist i = {2}
1

Die Normalenform der Ebene E* lautet:

)

Ausmultipliziert ergibt sich die Koordinatenform der Ebene E*:
E*: 2y+z-22=0

Koordinaten von P
Die gegebene Gerade g schneidet die Ebene E* im Punkt P. Um seine Koordinaten zu be-
rechnen, werden die Geradenbedingungen in die Koordinatenform der Ebene E* eingesetzt.

2(9+4,58)+16+3s-22=0
184+9s+16+3s =22
12s=-12
s=-1
Diese Zahl in die Geradengleichung von g eingesetzt ergibt die Koordinaten des Schnitt-
punktes P der Geraden g mit der Ebene E*:

P(3|4,5|13)
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Abstand

Um die Koordinaten von Q (Spitze des Balkens) zu bestimmen, wird S Q
die Gleichung der Geraden PQ mit dem Stiitzpunkt P und dem nor-

mierten Normalenvektor von E* aufgestellt. H

lil=va+1=1/5

R - O WY ¢
= i3)7 5 1

Da der Richtungsvektor die Linge 1 hat, muss k = 25 gewihlt wer-

den, um den Punkt Q zu erreichen, der 2/5 LE von P entfernt auf die- D
ser Geraden liegt.

— 3 1 0 _ 3 . 0 _ 3 C
o= 55 26 [ od) o {1

Der Punkt hat die Koordinaten Q(3 | 8,5] 15).

Alle Punkte der Seitenwand CDHG haben den y-Wert 6. Der Punkt Q hat den y-Wert 8,5.
Somit hat das heruntergelassene Seil von der Turmwand folgenden Abstand:

8,5m-6m=2,5m

a2\

¢) Den Winkel zwischen der Dachfldche EFS berechnet man mit dem Normalenvektor der
Ebene EFS und dem Richtungsvektor der Geraden. Der gesuchte Normalenvektor muss

senkrecht zu den Richtungsvektoren EF und ES der Ebene sein.

=

1. Méglichkeit:
Mit dem Vektorprodukt gilt:

O3]

2. Moglichkeit:

Mit dem Skalarprodukt ergibt sich das folgende unterbestimmte Gleichungssystem:
I 6x=0 = x=0
I 3x+3y+6z=0 = 3y+6z=0 = y=2; z=-1

Ein Normalenvektor der Ebene EFS lautet daher:

i

Der Richtungsvektor der Geraden PQ ist:
. 3 3 0 0 0
PQ=|85|-|45|=|4[=2-|2| = i=|2
15 13 2 1 1
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/ Um den Winkel zwischen einer Ebene und einer Geraden zu berechnen, wird in die Formel

i ol

g sina= |:| TGl eingesetzt.
nj-ju
‘[ 0] [0]
22 3
-1) 1
sinoe=——=—=== = «o=36,9°
505 5

/ d) Wenn die Kante BC in allen Ebenen E, liegt, miissen die Koordinaten von B und C die
allgemeine Gleichung der Ebenenschar erfiillen.
Die Koordinaten von B werden in E, eingesetzt:
a-6-0=6a = BeE,
Die Koordinaten von C werden in E, eingesetzt:
a-6-0=6a = CeE,
Die Punkte B und C liegen in allen Ebenen E,.
Somit liegt die Kante BC in allen Ebenen der Ebenenschar.

e) 1. Moglichkeit:
Der Punkt W hat die Koordinaten (3|3]16,7), da er 0,7 m senkrecht iiber S liegt.
Der Punkt W ist gerade noch zu sehen, wenn der Blick oberhalb der Dachfliche verlduft
und die Dachkante FG gerade noch schneidet. Der Blick verlduft dann auf der Geraden
WM, wobei M der Mittelpunkt der Strecke FG ist:
Mg (613110)
Die Gerade WM hat folgende Gleichung:

3 3
X= 3({+k 0
16,7 -6,7

Die z-Koordinate des Augenpunktes, der auf der Geraden WM liegen muss, betrigt 1,5.
Gesucht ist daher der Punkt auf der Geraden WM, der diese z-Koordinate hat. Dazu muss
folgende Gleichung geldst werden:
1,5=16,7-6,7k
6,7k =15,2
oo 152
67
Eingesetzt in die Geradengleichung ergeben sich die anderen Koordinaten des ,,Augen-
punktes®. Wichtig zur Bestimmung des Abstandes der Person von der Seitenfliche ist die
x-Koordinate:
x=34152 5 657
67 67
Alle Punkte der Seitenfliche BCGF haben die x-Koordinate x =6. Somit gilt fiir den
Abstand von der Wandfléche:

857 _6-25 _381m
67

67
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2. Méglichkeit: Strahlensatz

Nach dem 2. Strahlensatz gilt: ) W
i=16,7—1,5 WandB(il-G 2
3 6,7 M
x = 6,81 3

Der Abstand des Auges (der Person) zur
Flache BCFG betrigt 6,81 -3=3,81 m.

Auge I I Ls

X

Abstand
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